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El examen es a carpeta abierta. Puede utilizar las clases tedricas, las clases practicas, las guias
practicas y ejercicios resueltos que posea. Si utiliza un resultado de la guia, que no vimos en
clase, consulte o incluya una demostracion.

Justifique todas sus respuestas

Ejercicio 1. Sean #H un espacio de Hilbert, U € L(#) un operador unitario y P € L(H) la
proyeccién ortogonal en ker(id — U) (es decir, los puntos fijos de U).

» Probar que ker P = Im(id — U).

= Probar que para todo x € H vale

k—1
lim — Uy = Px

k—oo
n=0

Demostracion. Comenzamos con la primera afirmacion. Dado que U es unitario, notemos que
reker(id-U)eUrs=x<UUzs=Ucsr=Uc<zcker(id—U"),

por lo que ker(id — U*) = ker(id — U). Recordemos ahora que para cualquier operador T se tiene
la igualdad ker T' = Im(7™*)~*. Entonces como P = P* (porque P es proyeccién ortogonal) se tiene
que

ker P = ImP*+ = ker(id — U)* = ker(id — U*)* = Im(id — U)*" = Im(id — U)
como queriamos.

Veamos ahora la segunda afirmacion. Supongamos primero que x € ker P. Entonces, por definicién,
se tiene que Px = 0.

; 1 k—1 _
Entonces, debemos probar que limg_o 1 >, — Uz = 0.
Debido a lo que acabamos de ver, podemos afirmar que existe una sucesion z, € H tal que

= lim (id —U)z, = lim 2z, — Uz,.
m—00 m—r0o0

Notemos v, = 2z, — Uz,,. De esta manera tenemos que

k—1
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Aqui hemos usado que ||Uz|| = ||z|| dado que U es unitario.

Entonces, para x tenemos
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Por lo tanto —Zk LU — 0 = Pu.

Consideremos ahora el caso x € ImP. Dado que z esta en la imagen de P, tenemos que Px = x.
Por otro lado, debido a la definicién de P, tenemos que x € ker(id — U), es decir que Uz = .
Entonces

y por lo tanto también tenemos la igualdad deseada en este caso.

Finalmente, si x € H cualquiera, como H = ker P & ImP porque P es una proyeccién ortogonal
podemos escribir a * = x1 + z2 en el que x; pertenece a ker P y x5 pertenece a ImP. Entonces
usando los dos casos anteriores tenemos que

]

Ejercicio 2. Sean F un espacio de Banach y A, B € L(FE) tal que A— B es un operador compacto.
Probar que o(A) \ 0,(A) C o(B). Es decir, sus espectros difieren en a lo sumo sus autovalores.
Sugerencia: Probar que si U es un operador inversible y K es un operador compacto entonces

U — K es un operador de Fredholm de indice 0. Para ésto puede asumir probado el caso en que
U =1id.

Demostracion. Sea A € 0(A) \ 0,(A). Queremos ver que A € o(B). Supongamos que no; entonces
debe ser que B — \Aid es inversible. Observando que A — \id = (A — B) + (B — \id), tenemos que
A — \id se escribe como suma de un compacto mas un inversible; usando la sugerencia A — \id es
un operador de Fredholm de indice 0. En particular A — \id es inyectivo si y sélo si es sobreyectivo.
Como A no es autovalor de A, tenemos que A — \id inyectivo, entonces también es sobreyectivo y
por lo tanto inversible, pero esto es absurdo ya que \ estaba en el espectro de A. Luego, debe ser
que A € o(B).

Demostremos la sugerencia. Sean U inversible y K compacto. Notemos que U* € L(E*) también
es inversible y K* € L(E*) es compacto. Entonces tenemos las igualdades

ker(U — K) = ker(U(id — U 'K)) = ker(id — U ' K)
ker(U* — K*) = ker(U*(id — (U*) ' K*)) = ker(id — (U*) "' K*)

Como U7'K y (U*)"'K* son compactos (porque los compactos son un ideal bildtero de L(E))
tenemos que id — U1K es un operador de Fredholm y por lo tanto ker(id — U™'K) y ker(id —



(U*)~'K*) son finitos. De la misma manera es facil ver que U~! provee de un isomorfismo entre
Im(U — K) y Im(id — U™'K), dado que E es Banach, uno es cerrado si y sélo si el otro lo es. En
particular obtenemos que U — K es Fredholm de indice igual que id — U1K ya que

Ind(U — K) = dimker(U — K) — dimker(U* — K*)
= dimker(id — U'K) — dim ker(id — (U*) "' K*)
= Ind(id — U 'K) =0

Ejercicio 3. Sean H un espacio de Hilbert.

» Probar que si, A,B € L(H) con B compacto tal que ||Az| < |Bz| para todo x € H
entonces A es compacto.

» Probar que si, S, T € L(H) con T compactos tal que 0 < S < T entonces S es compacto.

Demostracion. Veamos la primera afirmacién. Queremos ver que A(By) es compacto. Sea (A(z,))nen
una sucesién en A(By). Consideremos (B(zy,))neny C B(By). Como B es compacto, existe subsu-
cesion (z,;)jen tal que B(x,,) converge. Entonces

HA(xnj) - A(xnk)H = HA(an x”k)” < HB( x”k)”

Como Bz, es de Cauchy, lo anterior muestra que la sucesion (A(xnj)) también. Esto concluye
que A resulta compacto.

Veamos ahora la segunda afirmacion. Como S y T son positivos, tienen raiz cuadrada positiva.
Teniendo esto en cuenta, como 0 < .5 < T, se tiene que

0< (T =8z, x) < (Sz,z) < (Tx,z) & (VSx,VSz) < (VTx,VTx)

Esto implica que |[v/Sz|| < ||VTz|| para todo z € H. Como T es compacto, vT también es
compacto; por lo visto en la primera afirmacién, obtenemos que \/§ es compacto y por lo tanto
S también. ]

Ejercicio 4. Sean H un espacio de Hilbert, T' € £(H) un operador normal y f € C(¢(T)) una
funcién derivable en un abierto que contiene a o(7") (Es decir, f es holomorfa en (7). Probar

que f(op(T)) S op(f(T)).

Demostracion. Sea A € C. Sip € 0,(T) Co(T)y f(p ) = A, como f es holomorfa en el espectro,
f — A es holomorfa en un p y podemos escribir f(z) — A = h(z)(z — u) con h holomorfa.

La funcién h puede definirse como

fz)y—x .
h(z) = Z— I stz 7w
f'(w) sl z = pu.

Usando cdlculo funcional continuo, obtenemos que f(7') — Aid = h(T)(T — pid). Dado que p €
0,(T'), existe un x # 0 tal que (T' — pid)x = 0. Luego

(F(T) = Na = hT)(T =Xz =0

concluyendo que z es autovector de f(7") de autovalor A, por lo que A € o,(f(T)). O



